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ABSTRAK 
Lonceng merupakan sa/ah satu apliki:zsi pendulum ganda yang dapat 
menimbullcan getaran. Karena ak1bat dari getaran adafah timbulnya suatu bunyi, malca 
dipandang perlu untuk melakulcan lcajian dan pengana/isaan mengapa dan pada waktu 
kapan lonceng d1katakan berbuny1 dan fldak berbunyi. Proses modelling menggunalcan 
metode Lagrange unruk mendapatlcan penyelesaian persamaan differensialnya, yang 
nantinya akan d1S1mulas1kan dengan menggunakan program Microsoft Visual Basic. 
Dengan memberikan nilai a = p maka lonceng tUUzk berbunyi seba/ihrya jika 
a "# P maka akan terdapat dua kemungkinan yaitu lonceng berbunyi atau tidak, dengan 
mencari nifai interval untuk a dan p sebarang yang memungkinkan fonceng berbunyi. 
Kata Kunci: Lonceng, Lagrange, dan Simulasi 
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PENDAHULUAN 
Ll Latar Belakang 
BABJ 
PENDABULUAN 
Lonceng merupakan salab satu aplikasi dari pendulum ganda yang banyak 
dijumpai keberadaannya terutama pada gereja-gereja maupun kuil-lruil Budha yang 
secara fisis dapat digambarkan seperti dibawah ini. 
Gambar 1.1. Lonceng 
Dari gambar diatas didapati dua bandul matematis yang sal.ing tettait satu 
dengan yang laiMya. dimana bandul pertama (atas) menrpalran bandul yang mewaldli 
gerak dari lculit atau tempunmg looceog, sOOangkan bandul kedua (bawah) mewakili 
gerak dari pemukullonceng. 
Karena lonceng dapat menimbulkan getaran dan akibat dari getaran adalah 
timbulnya suatu bunyi, maka dipandang perlu untuk melakulcan kajian dan analisa 
mengapa dan pada waktu kapan lonceng dikatakan berbunyi dan tidak berbunyi dengan 
metode simulasi. 
1.2 Permasalahan 
Dengan mempertimbangk:an latar belakang diatas, pada tugas akhir ini, 
pennasalahan yang akan dibahas adalah sebagai berikut : 
I. Bagaimana perumusan model matematikanya. 
2. Bagaimana perancangan simulasinya yang nantinya dapat memudahkan 
penganalisaan pada waktu kapan lonceng dilcatakan berbunyi dan tidak 
berbunyi. 
1.3 Batuan Mssalab dan Asumsi 
Untuk membahas kajian dalam tugas akhir ini akan diberi batasan masalah dan 
asumsi sebagai berikut : 
1.3.1 Batasan Masalab 
Pennasalaban diatas perlu dibatasi sebagai berilrut : 
I. Perumusan model matematikanya terbatas sampai pada persamaan gerak 
lonceng yaitu a dan (3. 
2. Perumusan model matematika pada Ioncengnya adalah menggunakan 
pengembangan hulcum-bukum Newton seperti persamaan Lagrange. 
3. Untuk simulasi modelnya menggunakan program Microsoft Visual Basic 6.0. 
4. Pendeteksian bunyi dibatasi untuk lengan yang menyentuh banya pada daun 
tempurung looceng atau .!. kebawah tinggi lonceng. 
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1.3.2 Asumsi 
Dari batasan masalah yang ada maka model diasumsikan pada permukaan 
homogcn sehingga dapat diformulasikan dcngan meuggunakan persamaao di!ferensial. 
1.4 Tujuan dan Maofaat 
Tujuan yang ingio dicapai dalam tugas akhir ini adalah merumuskan dan 
mensimu.lasikan model untuk menganalisa mengapa dan pada waktu lcapan looceng 
dikatakan berbunyi dan tidak berbunyi dengan metode simulasi. 
Manfaat yang diperoleh dari penulisan tugas akhir ini adalah diharapkan dapat 
memberikan wawasan khUSIIS mengenai penggunaan matematik untuk masalah-masalah 
mekanika getaran dalam hal ini lchususnya mengenai penganalisaan getaran pada 
lonceng dengan telcnik simulasi. 
J .5 Metodologi 
Metodologi yang alcan dilakukan dal.am tugas akhir ini adalah : 
I. Studi Literatur dari beberapa buku. paper dan mak:alah ilmiah yang ada 
hubungannya dengan analisa getaran pada looceng. 
2. Pemodelan dan perancangan simulasi. 
3. lmplementasi dan anal isis. 
4. Menyusun laporao. 
1.6 Sistematika Penulisan 
Tugas akhir ini disusun dengan menggunakan sistematika sebagai beril.-ut : 
BAB I Pendahuluan 
Disini akan diuraikan mengenai Jatar belakang, permasalaban. batasan masalah 
dan asumsi, tujuan dan manfaat, metodologi, dan sistematika penulisan. 
BAB il Dasar T eori 
Disini akan diuraikan teori apa saja yang mendasari analisa getaran pads lonceng 
dengan teknik simulasi. 
BAB JU Pemodelan dan Pcrancangan Simulasi. 
Bab ini berisi tentang pemodelan matematika pads lonceng serta perancangan 
simulasinya. 
BAB IV £mplementasi dan Anal isis. 
Pads bab ini berisi tentang implementasi dan analisa dari basil simulasi yang 
telah dilakukan. 
BAB V Kesimpulan 
Bab ini berisi kesimpulan dari implementasi dan anal isis dari basil simulasi yang 
telah dilakukan. 
BAB II 
DASAR TBORI 
2.1 Mekanika Get.& ran 
BABll 
DASARTEORI 
Mekanika getaran merupakan cabang ilmu fisika terapan yang banyak sekali 
mempelajari berbagai hal tentang getaran, dengan pengertian getaran itu sendiri 
ialah suatu gerakan yang bergerak secara berulang - ulang sendiri dalam interval waktu 
tertentu. Teori getaran berflubungan deogao studi teotang benda yang bergetar dan gaya 
yang bekerja pada benda tersebut. 
Secara garis besar getaran dikelompokkan menjadi getaran bebas (free vibration) 
dan getaran paksa (forced vibration). 
a. Getaran Bebas (free vibration) 
Getaran bebas adalah gerakan periodik yang diamati sebagai sistem yang 
berpindah dari kedudukan setimbang Slatis. Gaya yang bekerja adalah gaya 
pegas, gesekan dan berat massa. Akibat adanya gesekan, getaran hilang sesuai 
dengan waJctu, dan getaran seperti ini disebut getaran bebas (free vibration) atau 
hdangkala disebut transient (tronsienJ). 
b. Getaran Paksa (forced vibraJion) 
Getaran paksa ialah getaran yang terjadi apabila ada gaya Juar yang 
bekerja pada sistem selama gerakan getarannya. Pada getaran paksa sistem 
cenderung bergetar pada frelcuensi sendiri disamping mengilruti frelruensi gaya 
yang diinputkan. 
Semua sistem getaran akan mengalami getaran sampai pada derajat tertentu, 
dcngan pengcrtian sistem getaran itu sendiri ialah suatu gernk:an yang bergerak secara 
bcrulang-ulang sendiri dalam interval walctu tertentu dan merupakan bagian dari 
kehidupan nyata yang dipikirkan sebagai unit terpisah dalam kehidopan nyata tersebut 
Pada pembahasan selanjutnya akan dijelask.an pengertian tentang Derajat 
KebebasaniOOF (Degree Of Freedom). 
2.1.1 Pen.gertian Derajat KebebasanJDOF (Degree Of Freedom) 
Derajat kebebasan/DOF dari sistem getaranadalahjwnlah koordinat umum yang 
dibutuhkan untuk menggambarkan gerak sistem.. Suatu benda tegar (rigid body) dalam 
ruang membutuhkan enam koordinat untuk mengidenti.fi.kasikan gerak benda yaitu tiga 
koordinat untuk posisi traoslasi dan tiga koordinat untuk posisi rotasi anguler. Tapi 
secara umum suatu sistem dibatasi agar hanya bergerak dalam arab tertentu. 
Jika sistem partikel yang terdiri dari N panikel untuk menyatakan vektor posisi 
sistem, maka dibutuhkan N vektor, karena setiap vektor posisi dinyatak.an dalam 
3 koordinat maka diperlukan 3Nkoordinat untuk menyatakan gerak sistem partikel. Jika 
terdapat batasan-batasan pada sistem biasanya di.nyatakan dalam persamaan-persamaan, 
misal terdapat m persamaan batasan. maka jumlah minimum koordinat yang dibutuhk.an 
untuk menyatak.an gerak atau konfigurasi sistem adalah 
n • JN- m 
dengan 
n ; jumlah derajat kebebasan sistem 
Derajat kebebasan sistem dapat berupa parameter-parameter seperti panjang, 
sudut, energi, besaran tak berdimeosi atau besaran-besaran lain sepanjang dapat 
dinyatakan gerak atau konfigurasi sistem. Jwnlah n derajat kebebasan dapat dioyatakan 
dengan koordinat umum q 1. q1, q3, .... qn atau qt dengan k = I, 2, 3, ..... , n dan tidak dapat 
dibatasi oleh batasan-batasan. Dibawah ini akan dibahas pengertian khusus tentang 
sistem getaran dengan dua derajat kebebasan yang betbubungan dengan pendulum 
ganda. 
2.1.2 Sistcm Getaran dengan Dua Derajat Kebebtian 
Apabila sistem dibatasi sehingga sistem dapat bergerak dalam dua modus atau 
kejadian, atau apabila dua koordinat bebas dibutuhkan untuk menunj ukkan kedudukan 
massa s istem dalam ruang secara lengkap, maka sistem tersebut disebut sistem dengan 
dua derajat kebebasan. Dalam hal ini pendulum ganda merupakan salah satu sistem 
getaran dengan dua derajat kebebasan yang dapat terlihat dalam gambar 2.1 dibawah 
101. 
I 
I 
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Gambar 2.1 Sistem dengan dua derajat kebebasan 
Jelas bahwa untuk menentukan posisi massa m1 dan m1 pada berbagai waktu 
dibutuhkan dua buah koordinat sistem derajat kebebasan. Karena derajat kebebasan 
• 
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menyatakan gerak sistem, maka persamaan gerak sistem dan bentuk perpindahan dapat 
diperoleh dengan menggunakan Hulcum Newton kedua dengan kondisi awal 
perpindahan. Hukum Newton hanya dapat digunakan jika gaya yang bekelja pada 
sistem diketahui, dimana gaya gerak tersebut adalah dinamik. Beril-ut akan dibahas 
Hukum-bukwn Newton tentang gerak. 
2.1.3 Hukum-Hukum Newton tentang Gerak 
Persamaan gerak dari suatu sistem dapat diperoleh dengan menggunakan Hukum 
Newton yang telah dirumuskan oleh Sir Isaac Newton pada abad 17 sebagai berikut : 
a. Hukwn 1 atau Hukum Kelembaman 
Pada dasamya setiap benda bersifat lembam. lni berarti bahwa benda itu 
mempunyai sifat mempertahankan keadaannya. Bila benda itu sedang bergerak, 
maka benda itu bersifat "inginM bergerak terus. Demikian pula, bila benda itu 
sedang tidak beogeoak, maka benda itu bersifat "maaasM untuk mulai bergerak. 
Jadi dapat disimpulkan bahwa setiap benda dalarn keadaan berbenti mempunyai 
kecenderungan untuk tetap diarn, sedangbn bila beoda sedang betgaak, beoda 
itu cendenmg untuk bergerak terus. 
Sifat cenderung yang demilcian itulah yang diartikan sebagai 
kelembaman (inertia). 
Dari gejala-gejala tersebut Sir Isaac Newton merwnuskan hukwn l 
ten tang gerak sebagai beril'llt : 
~Setiap benda akan bergerak lurus beraturan atau tetap diam, jika tidak ada 
result an gaya yang bekerja pada benda itu ". 
Hukum ini juga disebut hukum kelembaman. 
b. Hukum ll 
Hukum JJ Newton ten tang gerak dapat dinyatakan sebagai berikut : 
"Percepatan yang dllimbulkan o/eh gaya yang bekerja paJa sebuoh benda 
berbanding lurus dengan besar gaya itu, searah dengan gaya itu, dan 
berbanding terbabk dengan massa kelembaman benda". 
Hukum ini dapat dinyatakan sebagai benlrut : F ~ m.a 
dim ana : F • resultan gaya yang beke~a pada benda 
m = massa benda 
a .. percepatan 
(2.1) 
Hukum II Newton ini melukiskan hubungan antara percepatan dan gaya 
penyebabnya, dan ilmu yang mempelajari gerak suatu benda dengan 
memperhatikan pcnyebabnya disebut "dinamika ". 
c. Hulrumill 
"Apabila suotu benda mengerjakan gaya pada benda lain, maka benda 
yang kedua ini mengerjakan paJa benda pertama gaya yang sama besamya 
tetapi arahnya berlawanan ". (hukum Ill Newton tentang gerak). 
Jika suatu g;tya bekerja pada benda sehingga benda terangkat vertikal 
keatas deng;tn kecepatan tdap, maka gaya tersebut melakukan usaha, dan usaha 
yang dilakukan dapat ditimbulkan kembali dan seharga dengan tambahan energi 
potensial gravitasi benda itu. Gaya-gaya yang semacam inilah yang disebut 
gaw koruervatif. sedangkan gaya-gaya yang beketja pada sebuah benda 
sehingga benda tersebut meluncur sepanjang permukaan mendatar yang kasar 
dengan kecepatan tetap, maka g;tya-gaya tersebut akan melakukan usaha , dan 
usaha yang dilakukan tidak dapat ditimbulkan kembali. Gaya seperti ini disebut 
gaya non konservoti( 
Dalam mclakukan gaya, pasti dibutuhkan suatu energi tertentu untuk melalrukan 
gaya tersebut. Berikutnya akan dibahas pengertian tentang energi k:inetik dan 
energi potcnsial. 
2.1.4 Energi Kinctik dan Energi Potensial 
a. Encrgi Kinetik 
Jika dalam waktu t, gaya konstan F dapat memindahkan benda sejauh s, searab 
dengan F, maka usaba yang dilakukan oleh gaya tersebut ialah : 
W - Fs1 
Selanjutnya berlaku pula persamaan : F = mo 
(2.2) 
(2.3) 
Bila m massa benda dan a percepatannya, karena F pada persamaan (2.3) konstan, 
maka a juga konstan, hingga berlakulah persamaan : 
v - v v, = v~ + at,hingga a= 1 • 
( 
(2.4) 
dengan v, kecepatan benda pada keadaan aldri:r dan v., kecepatan benda pada 1-eadaan 
awal. Di sini berlaku pula : I 1 s,=v.,t+ -a r 
2 
Dari persamaan (2. 4) dan (2.5) diperoleh persamaan : 
I I 
:s1 • ( - v + - v )t 2 I 2 ° 
Jadi usaha yang dilakukan oleh F menurut persamaan (2.2) ialah 
I I w~ - mv1 + - mv1 2 I 2 0 
(2.5) 
(2.6) 
(2.7) 
Besaran ~ mv1 dinamakan energi kinetik ( T ), atau energi gerak hingga 
7. I 2 ~ - mv 
2 
(2.8) 
Dari pcrsamaan (2.8) mudah diketahui bahwa apabila kecepatan suatu benda makin 
besar, maka energi kinetiknya makin besat pula Besaran ]._ nrv? menunjukkan energi 
2 
kinetik pada keadaan akhir, dan ]_mv; menunjuk.kan energi kinetik pada keadaan awal , 
2 
hingga persamaao (2.7) menjadi 
w = 7~ - 7~ = 61' (2.9) 
Jadi. w;aha yang dilakukan oleh Sllllfu gaya terhadap sebllllh benda sama dengan 
penambahan energi kinetlk dar/ benda tersebut. 
Apabila energi kinetik sistem dinyatakan dalam koordinat urnum maka untuk 
menggambarlc.an sistem N partikel, kedudukan sesaat tiap partikel dapat dinyatakan 
da!am N koordinat urn urn. (2.10) 
Turunan r1 terbadap waktu mengbasilbn bubungan 
(2. I I) 
Kecepatan partikel ke- j didefinisikan seba.gai berilrut : 
• i = 1,2,3, ... .... ,n (2.12) 
dan energi kinetik sistem menjadi 
(2.13) 
Dengan mendefmisikan massa umum sebagai 
(2.14) 
maka energi lcinetik dapat ditulis sebagai 
(2.15) 
b. Energi potensial 
Sebuah busur yang direntangkan, apabila dilepas dapat meluncurkan anak panah. 
Busur tersebut mempunyai kemampuan atau potensi untuk. meluncurlam anak. panah. 
Dengan demildan busur yang direntangkan mempunyai energi potensial. Sebuah benda 
yang diletakkan di suatu ketinggjan, apabila dilepaskan, mampu untuk bergerak, sebab 
benda tersebut mempunyai energi potensial Ped!atikan pada gambar 2.2 dibawah ini, 
Gambar 2.2 Energi Potensial gravitasi dari suatu benda 
Dilukiskan sebuah beoda yang diletakkao di tempat setinggi h1 dari taoah. Setelah 
dilepaskan, benda lalu bergerak kebawah. 
Untuk mencapai tern pat sctinggi h2 dari tanah, gaya berat melakukan usaha sebesar : 
W,. = mg ( h1-h1 ) 
W,. = - ( mgh2- mgh1 ) (2.16) 
Besaran mgh dinamakan energ1 potensial gravlfasi (V) atau energi tempot, yaitu: 
( V)p.,; ... , = mgh (2.17) 
Makin ti nggi letak benda makin besar eoergi potensialnya. Pada persamaan (2.16), 
mgh1 adalah encrgi potensial pada keadaan akh.ir dan mgh1 adalab energi poteosial pada 
keadaan awal, hingga 
(2. 18) 
Jadi, Usaha yang di/akukan oleh gaya berat sebuah benda sama dengan pengurangan 
energi potensial dari benda tersebut. 
Pada pembahasan dibawah in.i akao dibahas perumusan persamaan Lagrange yang 
dinyatakan dalam energi k:inetik dan energi potensial. 
2.1.5 Persamaan Lagnnge 
Persamaan Lagrange adalab persamaan differensial yang dinyatakan dalam 
koordinat umurn. Scdangkan koordinat umum sendiri adalab koordinat bebas yang 
menyatakan gerak sistem dengan n derajat kebebasan. yang biasanya dinotasikan 
deogan q;, yang dapat dinyatakan scbagai keccpatao (v), posisi (x), dan sudut (a). 
Beril:ut ini akan dibahas persamaan Lagrange untuk partikel tunggal, sistem partikel dan 
mendapatkan persamaan geralc dengan pendekatao lagrange. 
a. Pcrsamaan Lagrange untuk Partikel Tunggal 
Jika suatu partikel dengan massa m yang bergerak pada koordinat Kartesian x,y 
di bawah pengaruh gaya F dengan persamaan : 
(2. 19) 
Posisi partikel pada koordinat Kartesian x,y dapat dinyatakan dengan koordinat umum 
q1. qJ, .... , qt. Agar lebih sederhana untuk selanjutnya koordinat umum qtdibatasi untuk 
k = I ,2 schingga 
y - y (qt. qz) 
Turunan terhadap waJctu dari persamaan (2.20) dan (221) adalah 
. ax . ax . 
x • Oq, q14 i}q, q2 
(2.20) 
(2.21) 
(2.22) 
(2.23) 
Pada persamaan (2.22) dan (2.23) terlihat bahwa .idan ymerupakan fungsi dl!ri q1, q2 
dan q,, q2 • Bila persaman (2.22) dan (2.23) diturunkan parsial terhadap 
41 dan q, diperoleh : 
ar ax _ .. _ 
oq, Oq, (2.24) 
(2.25) 
Turunan parsial dari persamaan (2.22) dan (2.23) terhadap q 1 atau q2 menghasilkan 
hubungan 
(2.26) 
Persamaan (2.24) dan (2.25) dapat ditulis juga sebagai berikut : 
(2.27) 
Turunan persamaan (2.27) terbadap waktu menghasilkan hubungan 
(2.28) 
Dari persamaan (2.26) dan (2.28) diperoleh hubungan 
d(ax) a.x d(ax) ax 
dt aq. = aq •• dt c3q, = aq, 
d(c3y) c3Y d(c3y) c3Y 
dt aq. = aq •• dt aq, = aq, 
(2.29) 
Energi Kinetik Partikel dapat dinyatakan T = .!. m(x1 + .l ), juga merupakan fungsi qt. 
2 
q1. sehingga turunan parsial energi kinetik terhadap q1 atau q1menghasilkan hubungan : 
(2.30) 
(2.31) 
Sedangkan turunan parsialtcrhadap q, atau q2 menghsilkan hubungan 
Kombinasi dari persamaan (2.24), (2.25), (2.32) dan (2.33) diperoleh hubungan 
ar . 0:c . ay 
- =mx- +my-
cq, CJq, CJq, 
ar .O:c .ay 
-=mx- +my-
Ctqz Oqz Oql 
Jika persamaan (2.34) diturunkan terhadap waktu., diperoleb hubungan 
d(iJT) .. O:c .. Oy .d(O:c) .d((Jy) 
- -- =mx- +my- +mx- -- +my- -- I dt oq, CJq, iJq, dl CJq, dt CJq,) 
d(or) .. O:c .. ay .d(O:c) .d(ay) 
- -- =mx- +my- +mx- -- +my- - -dl &i2 Oql Oql dl Oq2 dt Oq2 
(2.32) 
(2.33) 
(2.34) 
(2.35) 
Kombinasi dari persamaan (2.29) dan (2.35) diperoleh hubungan 
d ( ar ) .. & .. ay . ar . ay 
- -- =mx- +my- +mx- +my-
dt aq, aq, aq, aq, iJq, 
d(ar) .. & .. ay .ar . ay 
dt oq, = mx Oqz +my Oqz + mx Oqz +my Oqz 
(2.36) 
Suku ketiga dan keempat dari ruas kanan pada persamaan (2.36) merupakan suku-suku 
ruas kanan persamaan (2.30) dan (2.31 ), sehingga diperoleh hubungan 
d ( ar ) ar .. & .. ay 
dt aq, - aq, = mx 0<!, +my aq, 
d( ar) ar .. & .. ay 
--- --= mx- +my-
dt aq, Oq2 aq, Oq2 
Karena mi= Frdan my"' Fy. maka persamaan (2.37) dapat ditulis menjadi 
(2.37) 
(2.38) 
Dengan Q, dan Q2 masing-masing menyatakan gaya pada koordinat wnwn q,dan qz 
(2.39) 
Persamaan (2.38) disebut persamaan Lagr.mge. Bila gaya yang belcetja pada partilcel 
merupakan gaya konservatif, maka akan diperoleh hubungan 
(2.40) 
Dengan V = energi potensial sebagai fungsi q1,q1 
Didefinisikan fungsi Lagrange (L) sebagai selisih antara energi ldnetik dengan energi 
potensial. 
L=T- V (2.41 ) 
Dari persamaan (2.41 ) terlihat bahwa fungsi Lagrange L merupakan fungsi q 1. q1. 
41 dan t/2 • Turunan parsial fungsi Lagrange terbadap q 1, q1. tj1 a tau 42 menghasilkan 
hubungan 
oL ar av 
- =---()q, Oq, ()q, 
aL ar av (2.42) 
-=- - -
(2.43) 
Kombinasi dari persamaan (2.40), (2.42) dan (2.43) diperoleb bubungan 
d ( fJL) fJL fJV fJV 
- -- -- --=--
dt aq, aq, ()q, Oql 
!!.._( fJL )- fJL = O 
dt aq, aq, 
(2.44) 
Persamaan (2.44) merupakan persamaan Lagrange untuk sistem li:onservatif li:arena 
adanya pengarub energi potensial, sedangkan persamaan (238) berlaku untuk sistem 
non li:onservatifli:arena tidak adanya pengaruh eoergi potensial. 
b. Persamaan Lagrange untuk Sistem Partikel 
J ika gerak suatu sistem partikel terdiri dari N partikel, maka energi li:inetik 
sistem bila dinyatakan da.lam koordioat kartesian x, y dan z adalab 
N 
r - ""'[.!,, (.x2 + y· 2 + z2 \. 
- L.,-211 I i}J 
l•l 
(2.45) 
Untuk menyederhanakan pembahasan koordinat y,dan z,dinyatakan dalam koordinat 
x,. Karena setiap partikcl mcmpunyai 3 derajat kebebasan, maka jumlah koordinat x, 
yang diperlukan untuk menyatakan N partikel adalah 3N koordinat. 
Deogan demikian energi kinetik sistem dapat ditulis menjadi 
N I 
T = 2:-m,x; 
••• 2 
(2.46) 
Koordinatx1 dapat dinyatakan fungsi dari koordinat umum q,, q1, ... . , q. 
x, - x,(q1,q1, •••• ,q.) ~ .~, (q) (2.47) 
Turunan x, terhadap waktu menghasilkan hubungan 
dx, . ox, . fJx, . fJx, . 
- = x, = - q, + - q2 + ...... - q .. 
dt aq, aq, Oq. 
' "'ox, . 
X I = LJ -:::-""'</ t 
t aq. 
(2.48) 
dengan 
i = 1,2, .... ,3N menyatakan jumlah partikel 
k = 1,2, ... ... n menyatakan derajat kebebasan 
Energi kinetik sistem partikel merupakan fungsi dari qdan q, T = T(q,q). Turunan 
parsial energi kinetik: terhadap q • adalah 
fJT o [lN I z] i[ l .2] 
-=- - mx = - mx iXit i'XJt fr2 I I ~Ckit 2 'I 
fJT ' [ . ox,] 
oq' = "7' m,x, eq t 
Dari persamaan (2.24) dan (2.25) diperoleh hubungan 
-=-
Dengan demikian persamaan (2.49) berubah menjadi 
fJT = ' [m x 5_] :v, L..- I I ::v, 
~~ I ~t 
Turunan persamaan (2.50) terhadap walctu menghasilkan hubungan 
d [ ar J 2: .. ax, 2: . d [ax, J 
--- = mx - + m.x --dl ;:,;, I I N. ' I dJ N. 
'"ll I '"H I '"H 
Dari persamaan (2.39) diperoleh persamaan gaya umum Qt 
Ox fJy U: Ql =F - +F - +F.-
• aq. J' (Jq, • aq. 
Untuk sistem partikel berlaku hubungan 
Q , ,. ax, , .. ax, t = Lr1 - = L..Jm1x1-
' Oql I Oql 
Suku kedua ruas kanan pada persamaan (2.51) dapat ditulis dalam bentuk lain 
(2.49) 
(2.50) 
(2.51) 
(2.52) 
(2.53) 
Kombioasi persamaan (2.5 1 ), (2.52) dan (2.53} diperoleh hubungan 
, k= l , 2, ..... . ...... n (2.54) 
Untuk sistcm yang konscrvatif, persamaan (2.54) berubab menjadi 
(2.55) 
c. Mendapatkan Persaman Gerak deogan Pendekatan Lagrange. 
Persamaan gerak pada sistem dinamika dapat diperoleh dengan menggunakan 
metode Lagrange yang dapat dinyatakan dalam energi kinetik dan energi potensial. 
Pertama-tama diperhatikan suatu sistem konservatif dengan jumlah energi kinetik dan 
energi potensial adalah konstan. Diferensial total energi adalah nol. 
d(T+V) = O (2.56) 
Energi kinetik T adalah fungsi koordinat umum q,dan kecepatan umum q,, sedangk.an 
energi potensial v adalah fungsi q1saja. 
(2.57) 
Diferensial total T adalah 
(2.58) 
Untuk mengeliminasi suku kcdua dengan dq., maka dimulai dari persamaan (2.15) 
mengenai energi kinetik 
(2.59) 
Diferensiasi persaman ini terhadap q1, mengalikannya dengan q,, dan menjumlahkan 
i dari I hingga N, akan memberikan basil yang sama dengan 
a tau 
(2.60) 
Sekarang dibentuk diferensial 2T dati pe~n diatas dengan menggunakan aturan 
perkalian kalblus 
(2.61) 
Dengan mengurangi persamaan ini dengan persamaan (2.58), maka suku kedua dengan 
dq,dapat dieliminir. Deogan menukar besamn skalar dt, suku d(ar;aq,}?,menjadi 
dfdt(ar;aq,)dtJ, dan hasilnyaadalah 
aT = f.[!!...( aT)- ar Ln 
... dt aq, Oq, j ' (2.62) 
Dati persamaan (2.57) difereosial total dari V adalah 
dV =f~, 
... aq, (2.63) 
Jadi persamaan (2.56) untuk invarian energi total menjadi 
d(T+V) = L - -. - - +- q, = 0 "[d (ar) ar avf 
lol dt aq, aq, aq, (2.64) 
Karena N koordinat umum, maka untuk dq,boleb diambil nilai sembarang. Jadi 
persamaan diatas banya dipeouhi jika 
i = 1,2, ... N (2.65) 
Jni adalah persamaan Lagrange untuk kasus dimana semua gaya mempunyai potensial 
V. Ini dapat diubah dengan mempertenalkan Lagrange L =T - V. Karena oV/iJq, = 0, 
maka persamaan (2.65) dapat dinyatakan dalam L sebagai 
!!...( a1. ) - oL = 0 
dt aq, iJq, ; - 1,2, ... .N (2.66) 
Jika sistem juga dipengaruhi gaya-gaya yang tidak mempunyai potensial, maka sebagai 
ganti persamaan(2.56) dipakai 
d(T+V)=dW (2.67) 
dengan dW adalah kerja dari gaya talc berpotensial jika sistem mengalami perpindahan 
sembarang yang sangat kecil, maka dW dinyatakan dalam koordinat umum q, 
(2.68) 
dengan besaran Q,adalah gaya umum yang berbubungan dengan lcoordinat umum q,. 
Sehingga per.;amaan gerak dapat dituliskan sebagai berilrut : 
!!_(OT)- OT + oV =Q 
dJ aq, iJq, iJq, , i = l,2, ... N (2.69) 
Pada umumnya gerak suatu beoda pasti mengalami yang namanya gerak rotasi, 
baik itu terlladap pusat bumi maupun terbadap sumbu sendiri. Dibawah ini abn 
dijelaskan tentang gerak rotasi. 
2.1.6 Rotasi 
Pada waktu suatu benda bergerak, umumnya benda tersebut sekaligus menjalani 
dua macam gerak, ialah gerak translasi dan gerak rotasi. Contobnya, sebuah piring 
digeser dimeja, nampalcnya hanya menjalani gerak translasi, tetapi sebetulnya 
mengadakan gerak rotasi terbadap pusat bumi. Sebuah bola biJyart yang sedang 
menggelinding, disamping mengadakan gerak translasi yang sebetulnya adaJah gerak 
rotasi terhadap pusat bumi, juga mengadakan gerak rotasi terbadap sumbu sendiri. 
Pada pembahasan dibawah ini akan dijelaskan tentang momen gaya (putar), persamaan-
persamaan gerak untuk gerak rotasi dan momen kelembaman (inersia) yang 
berhubungan dengan gerak rotasi. 
a. Momeo Gaya (Putar) 
Pada gambar 2.3 dibawah ini menunjukkan suatu benda yang diam dan yang 
dapat berputar sekeliling suatu sumbu melalui titilc 0 yang tegak lurus bidang gambar. 
F2 
F. 
Gambar 2.3 F1 dan F2 masing-masing menimbuJkan momen gaya 
Pada benda tersebut bekerja gaya F1 dan F2 yang terletak pada bidang gambar. Baik 
gaya F. maupun F2 masing-masing akan menyebabkan benda berputar atau berotasi. 
Gaya F1 dan F2 masing-masing menimbulkan momen pada benda terhadap sumbu 
putamya. Karena gaya F 1 benda berputar searah dengan putaran jarum jam dan karena 
gaya F~ berlawanan dengan putaran jarum jam. Jika momen yang disebabkan oleh F, 
dinamakan positip, maka yang disebabkan oleb F2 negatip. Namakan jarak dari titik 0 
ke gaya F1 dcngan 11 dan jarak dari titik 0 k.e gaya F2 dengan h rnaka momen dari F, 
terbadap 0 adalah T, = I, F1 dan momen dari F2 terbadap 0 adalab Tz = lz F2. 
Sedangkan momen dari F1 dan F2 bersama-sama terfladap 0 adalab T - T, + Tz, 
sebingga apabila pada benda tersebut bekeJja n buah momen yaitu T,, Tz. TJ, .. .. dan T •• 
maka momen resultannya ialah T - T1"- T2+ T3+ ... ...... - T. (2.70) 
Jadi pada umumnya, jika pada suatu benda beke!ja suatu gaya F yang arahnya 
tegak lurus sumbu putaran benda dan jarak garis keljanya k.e sumbu itu adalah I rnaka 
momen gaya tersebut terhadap sumbu ialah 
(2.71) 
b. Persamun-persamaan Gerak 
Berikut ini akan dibicarakan teotang benda yang hanya mengadakan gerak rotasi 
terbadap suatu sumbu yang tetap. Abn diperoteh bahwa banyak persamaan-persarnaan 
untuk geraJc rotasi yang mirip dengan ~ tm.tuk geraJc translasi. 
Hanya saja, jika pada gerak translasi dijumpai besanln Jioier, maka pada gerak rotasi ini 
akan dijumpai besanln sudut Pada garnbar 2.4 dibawah ini dilnkiskan suatu titik P yang 
berputar terbadap sumbu yang tegak lurus bidang gambar dan melalui titik 0 . 
y 
Gambar 2.4 Suatu ritik P berputar terbadap sebuah sumbu 
Perhatikan garis OP yang mengbubungkan ritik 0 dan ririk P. Posisi titik P dapat di Jihat 
dari besarannya sudut8 yang dibentuk oleh garis OP terhadap sumbu x yang melalui 
tirik 0. Apabila walctu keliling atau periode dinyatakan dengan T ( yang dimaksudkan 
dengan walctu T ialah Jamanya waktu titik P mengelilingi lingkaran satu kali), maka laju 
titik p 
2111' 
v = -
1' 
(2.72) 
Karena selama selang waktu T besar sudut yang ditempuh oleb r adalah 2tr rad., maka 
~ (rad) disebut kecepa1an anguler ((I)). Kecepa!an anguler rata-rata dari titik itu ialah 
(2.73) 
Kecepatan anguler sesaat diperoleh dengan mengambil waktu tJJ mendekati no!, maka 
persamaan (2. 73) menjadi : 
(2.74) 
Bentuk diatas, seeara matematik hasilnya dapat dituliskan : dO dan disebut sebagai 
dt 
turunan 0 terhadap wal1u. 
Apabila kecepetan anguler CD - 21r , maka persamaan (2. 72) menjadi 
T 
v = CDr 
(2.75) 
(2.76) 
v disebut kecepatan linier untuk membedakannya deogan kecepatan aoguler. Mesk.ipun 
laju di ritik P konstan, namun kecepatan liniemya tidaklah konstao (kecepatan disini 
merupakan sebuah vektor). 
c. Momeo Kelembaman (ioersia) 
Dalam persamaan (2.76) telah dibicarakan bahwa kecepatan linier di titik P 
adalah v = CDr, dimana r adalah jarak dari titi.k P ke sumbu putaran dan CD adalah 
kecepatao anguler di titik P. 
Jika massa di ririk P adalah m. maka energi k:inetik di titik tersebut ialah 
I T = - nri 
2 
(2.77) 
Faktor m r dinamakan momen lelemlx:unon dari titi1c tersebut terbadap sumbu putamya 
dengan notasi I , yaitu 
sehingga : 
I T =-1 CD2 
2 
(2.78) 
(2.79) 
--- --
Persamaan (2. 78) hanya berlalru untuk satu titik materi. Sedangkan untuk benda 
yang tidak kecil yang terdiri dari sejumlah titik-tittl: materi, maka momen 
kelembamannya adalah : 
• l=L; m/ (2.80) 
.. , 
Disamping mengalami gerak rotasi setiap benda yang bergerak pasti mempunyai 
momentum. Benlrutnya akan dibahas tentang bulrum kekekalan momentum. 
2.1.7 Hokum Kekekalan Momentum 
Tiap benda yang bergerak mempunyai momenJum, seperti mobil yang sedang 
berjalan, anak yang sedang Jari, bola ping-pong yang sedang bergerak mempunyai 
momentum. Momentum juga dinamakan jumlah gerak, yang besarnya berbanding lurus 
dengan massa dan kecepatan yang dapat pindah ke beoda lain. Misalkan benda A dan B 
masing-masing mempunyai massa mA dan m8 dan masing-masing bergerak segaris 
dengan kecepatan VA dan Vs. K.edua benda tersebut lalu bertumbukan bingga 
dipakai untuk menumbuk B dan F BA adalah gaya dari B yang dipakai untuk menumbuk 
A, maka menurut bukam ill dari Newton ada lab : 
Alesi = - reaksi 
FAB = FBA .............................. ..•... ····•• ··• ··· ...... ·· •··· .....•.... ........ (2.81) 
Jika k:edua ruas dari persamaan (2.81) dikalik:an dengan waktu tumbukan ftJ maka 
terdapatlah 
-
-
= mA VA + msva ... ............... ........... ........... (2.82) 
ternyata, jumlah momentum dari A dan B sebelwn tumbukan sama dengan jwnlah 
momentum dari A dan B setelah tumbukan. Hal tersebut dinyatakan sebagai hukum 
kekekalan momentum yang bert>unyi : 
Jumlah momemnJum daTi benda-benda )Wig benumbukan.. sebelum dan sesudah 
tumbuk.an adalah kon.stalL 
Apabila suatu model matematika dari suatu sistem diberikan, maka akan 
dimunglcinkan diperolebnya infonnasi tentang sistem ini dengan cara analitis. Bila cara 
analitis tidak di.mungkinkan, maka digunakan metode komputasi numerik atau simulasi 
untuk memecahkan persamaan-persamaan yang ada Berilrut akan dibahas pengertian 
dasar tentang si.mulasi. 
2.2 Pengertian Dasar Si.mu.lasi 
Pengertian umum tentang si.mulasi ialah suatu metodologi untuk melaksanakan 
percobaan dengan menggunakan model dari suatu sistem. nyata. SOOangbn ide dasarnya 
ialah menggunabn bcbcfapa perangbt lunak ~ meniru sistem nyata suna 
mempelajari dan memahami sifat-sifat, tingkah laku (penmgai) dan b.rakter operasinya. 
Oleh karena itu, si.mulasi terutama sekali berkenaan dengan peroobaan untuk menaksir 
tingbh laku dari sistem nyata untuk maksud perancangan sistem atau pengubahan 
tingkah laku sistem. 
Kadang-kadang istilah simulasi digomakan untuk menjelaskan prosedur 
pembuatan model dan peroleban solusinya secara numeris. Menurut Shannon, simulasi 
adalah proses perancangan model dari suaJu sistem nyata (riil) dan pel~ 
--~~l)l'1' 
___, ~ ,.ys,"" . 
~~ . ~- ' 
~ ,.-· 
\ <(:"~-:--\\ _,, ~' ------
eksperimen-eksperimen dengan model ini diwltjtHJJ:on untuk memahami tingkah laku 
sistem untuk menyusun strategi sehubungan dengan operasi sistem tersebut. 
Sementara itu, menurut Nancy Roberts (1982) langkah-langkah dalam simulasi 
terdiri atas : 
I. Menentukan persoalan atau model yang akan disi.mulasikan. 
Langkah awal dalam simulasi yang paling penting adalah menentukan persoalan 
atau model yang akan disi.mulasikan. Persoalan atau model disini berupa model 
matematis dari suatu pennasalahan yang nantinya akan dicarikan solusinya 
dengan menggunakan bantuan beberapa perangkat lunak. 
2. Perancangan simulasi. 
Setelah persoalan diteotulcan. maka langkah selanjutnya mulai melakukan 
perancangan terfladap simulasi yang akan dibuat Perancangan disini meliputi 
garis besar atau gambaran secara umum dari simulasi yang akan dibuat dan 
diberikan secara jelas melalui diagram flow-<:hart (sistem masukan-keluaran). 
3. Jalankan simulasi dan analisis data 
Langkah terakhir ialah menjalankan simulasi atau mencobanya deogan sesuai 
rancangan, kemudian menganalisis hasil-hasilnya 
BAB III 
PEMODELAN DAN PERANCANGAN SIMULASI 
BABID 
PEMODELAN DAN PERANCANGAN SIMULASI 
3.1 PEMODELAN PADA WNCENG 
Seperti diketahui looceng mempakan salah satu aplikasi pendulum ganda yang 
secara fisis dapat digambarbn seperti dlbawah ini. 
4---R--•.,. 
(n) 
• 
.L--+- ........ , 
I 
~ 
' I 
(h) 
Gambar 3.1. Lonceng secara fisis 
dimana : a ~ jarak antara sumbu tegangan 0 dan engsel A 
b - panjang pendulum I dari titik 0 ke titik B (pusat grafitasi) 
c = panjang pendulum n dari titik A ketitik C ( pusat grafitasi) 
R- jari-jari tempurung 
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Dari gambar 3.1 (b) terlihat jelas bahwa lonceng terdiri dari dua buah pendulum ganda 
yang saling terk.ait dan bergeralc pada bidang datar, dengan a dan f3 sebagai peubah 
bebas. 
Seperti telah dijelaskan pada bah I bahwa permasalahan pada lonceog ini adalah 
menentukan k:apan looceng berl>unyi dan tidak bebunyi serta mengapa teljadi. Oleh 
karena itu perlu dilakukao kajian akan hal ini. Sebagai langkah awal pengkajian perlu 
dilal.."Ukan pemodelan terhadap permasalahan yang ada k.edalam persamaan-persamaan 
atau model-model rnatematika, yang kemudian disimulasik.an dengan program 
Microsoft Visual Basic sehingga nantinya dapat dilalruk.an analisis !!!25!!1 lonceng 
dikatak.an berl>unyi dan tidalc berl>unyi dengan memasuk.kan beberapa nilai kedalam 
variabel-variabel yang ada. 
Berikut akan dicari model matematika Ionceng sesuai dengan lc:eadaan fisis : 
Didefinisilcan energi lcinetik keseluruhan sistem sebagai berikut : 
(3.1) 
dirnana : Tb = energi lcinetiJc dari pendulum 1 dan T< = energi lcinetik dari pendulum n. 
Menurut persamaan (2.8). mab r. dapat dinnnusbn sebagai berikut : 
(3.2) 
mbmerupakan massa pendulum I dan Vt.adalah kecepatan dari pendulum l. Seperti telah 
dijelaskan pada persamaan (2. 76) bahwa v = r.(l)1 = b. (1)1, dirnana b adalah panjang 
pendulum I dari titik 0 k.e titik B (pusat grafitasi) dan (1)1 adalah k.e<:epatan anguler 
massa (m6). Eoergi ldnetik dari titik tersebut adalah : 
(3.3) 
Faktor m,b~ dinamakan momen inersialkelembaman yang diberi notasi I, hingga 
persamaan {3.3) menjadi : 
(3.4) 
Selanjutnya Ol1 adalah kecepatan anguler massa (m6) yang menurut persamaan (2.75) 
bahwa Ol1 - da didefinisilcan sebagai turunan sudut a terbadap waktu t yang 
dt 
menyatakan perpindahan/gerak pendulum l terbadap waktu, malca persamaan (3.4) 
menjadi : 
(3.5) 
sehingga 
(3.6) 
sedangkan : r. = energi kinetil: dari pendulum n yang dinunusk:an SC"bagai benlcut : 
Seperti yang telah dijelaskan pada peTSamaan (2.80) bahwa untuk benda yang tidalc 
• 
kecil dan terdiri dari sejumlah titik-titik materi, maka momen i.nersianya : I ~ L ml, 
... 1 
sehingga energi kinetik dari pendulum n : 
(3.7) 
me merupakan massa pendulum n dan v. adalah kecepatan dari pendulum II, yang 
menurut persamaan (2. 76) menyatakan bahwa v = r.(Jh = c. 6'>2. dimana c ada lab panjang 
pendulum ll dari titik A ketitik C ( pusat grafitasi) dan <i>2 adalah kecepatan anguler 
massa (me) yang menurut persamaan (2.75) bahwa 6'>2 = d/3 didefinisikan sebagai 
dt 
34 
turunan sudut /3 terhadap waktu 1 yang menyatakan perpindahan/gerak pendulum 11 
terbadap waktu. Dengan menggunakan kecepatan umum q, untuk v., maka energi 
kinetik dari pendulum II dapat ditulis sebagai berikut : 
(3.8) 
(3.9) 
dimana persamaan untuk x. dan Yc dapat diperoleh melalui gambar 3.2 sebagai berikut : 
-------- --------, 
asina : : 
<:!:1.1 I 
II> I I 
Oo I 
u , r u: I 
'"' --------c sinfJ 
y 
Gambar 3.2 Panjangltinggi pendulum n yang sejajar sumbu x dan y 
gambar (3.2) diatas diperoleh koordinat siJru Xe. y. yang dinyatakan dalam 
Y• = a cos a+ c cosfJ, (3.10) 
turunan persamaan (3.10) terhadap waktu diperoleh: 
i,= a acosa +c/lcosfJ y,=-a asina - c/lsinfJ, (3.11) 
sehingga : 
(3.12) 
Persamaan (3.12) disubstitusikan ke persamaan (3.9) menjadi : 
(3.13) 
Dari persamaan (3.6) dan persamaan (3.13) akan didapat penyelesaian dari persamaan 
(3.1) sebagai berikut : 
(3.14) 
Didefi.nisilcan energi potensi.al keseluruhan sistem sebagai berilcut : 
(3.15) 
dimana : vb = energi potensial dari pendulum I, 
v, = energi potensial dari pendulum D. 
Menurut persamaan (2.17), maka Vb dapat dirumuslcan sebagai berikot : 
(3.16) 
mb merupakan massa pendulum I dan bet1anda negatif lcarena adanya pengaruh gaya 
grafitasi sedan glean g adalah percepatan grafitasi dan)'& = b cos a adalah panjan&'tinggi 
pendulum I dari titik 0 Ice pusat grafitasi B yang sejajar sumbu y dan dapat 
digambarkan sebagai berikut : 
b sin a 
I 
X 
I 
I 
I (>-
lo l o 
~ ;en 
"' 8 
:\'.) 
(;) 
OSlO a 
y 
Gambar 3.3 
PanjanWtinggi pendulum I dari titik 0 ke pusat grafitasi B yang sejajar sumbu y 
maka persamaan (3.16) menjadi : 
(3.17) 
sedangkan : Vc = energi potensial dari pendulum ll yang dirumuskan sebagai ben'kut : 
(3.18) 
m., merupakan massa pendulum n, sedangkan g adalah percepatan grafitasi dan 
Yc =a oos a + c oos (3 adalah panjangltinggi pendulum ll yang sejajar sumbu y dan 
dapat digambarbn sebagai berikut : 
y 
-------· I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
ul I 
I I 
·----------" I o 
: c sinp 
I 
I 
X 
Gambar 3.4 panjangltinggi pendulum n yang sejajar sumbu y 
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maka persamaan (3.18) menjadi : 
V, = - mcif.. a cos a + c cos /3). (3. 19) 
Dari persamaan (3.17) dan (3. 19) akan dipero1eh penye1esaian dari persamaan (3.15) 
sebagai berikut : 
V • -m~bcos a-m~a cos a+ c cos /3). (3.20) 
Setelah persamaan energi kinetik. dan energi potensial sistem dik.etahui maka dapat di 
cari persamaan gerak lonceng dengan menggunakan persamaan Lagrange. Metode 
Lagrange sendiri ad.alah suatu cara mendapatkan persamaan gerak dengan 
meminimumkan total energi yang dirumuskan sebagai beriL.--ut : 
!!.... ar _ ar + av = 0 dtoa oa oa 
!!.... a~ _ ar + av = 0 dt ap ap ap 
(3.21) 
maka dari persamaan (3.14) dan (3.20) akan diperoleh persamaan gerak lonceng dalam 
a dan 13 sebagai berikut : 
Persamaan (3.14) diturunkan parsial terhadap a dan 13 maka menjadi : 
OT ·p· . (jJ ) 
-=mcaca sm -a, 
a a 
(3.22) 
ar ·p· . (jJ ) 
- =-mcaca sm - a. 
ap 
(3.23) 
Kemudian persamaan (3.14) juga diturunkan parsia1 terhadap a dan iJ maka menjadi : 
(3.24) 
(3.25) 
persamaan (3.24) dan (3.25) diturunkan terhadap waktu t ma.ka diperoleb : 
dar .. · · 1-=--=-=-. = ( lo + mca1 )ii + m,ac fJ oos{jJ -a)- m,ac p ( p -a )siriJJ -a), (3.26) dtoa 
t;ebllli!lli berilrut : 
av = (mJ); + mc:a)gsina. 
oa 
(3.28) 
(3.29) 
Den!!.ail meosubstitusikan persamaan (3.22), (3.24), (3.26), (3.28) kepersamaan (3.21) 
diperoleb persamaan gerak untuk a sebagai berikut : 
doT iJT oV .. · 2 
- . --+-=( lo + 1nca1 )ii+ mc:acfJoos{JJ -a)- m,acfJ sin{JJ -a)+ (mbiJ oa oa oa 
+ mc:a)gsina - 0 (3.30) 
dengan meosubstitusikan persamaan (3.23), (3.25), (327), (3.29) kepersamaan 
) akan diperoleh persamaan geralc untuk {3 sebagai ben'Kut: 
d ar ar av ( 1 , ) p" .. ·' R ) • 2 • , R ) • p -. - - + - = c+mcc + mc:acaeo"V'-a +mc:aca smi.P-a +m.gcsm 
ofJ ap ap 
- o (3.31) 
Q,adalah gaya umum yang bemubungan dengan koordinat umum q1 .q2 dan gaya 
bekerja merupakan gay a konservatif maka diperoleh hubungan : 
ov Q2 = -- menjadi : Qq2 
(3.32) 
DeDirulil menggunakan persamaan (2.69), maka diperoleh hubungan antara persamaan 
d or _ or + ov = Q 
dt oa oa oa a 
>ehi11gga persamaan gera.k untuk a menjadi : 
I. + mca2 )a+ mcacPcos(fJ-a)- m.ac /12 sin(p-a) = 0 (3.33) 
<arl~na persamaan (3.33) non-linier maka perlu dilakukan linierisasi terhadap fungsi 
dan cosinus sebagai berikut : Dengan menggunakan Deret Maclaurin untuk fungsi 
= sin(a-13) 
= sin(O-O) - 0 
= cos(a-13) 
= cos(O-O) a I 
f~a,l3) = -<:os(a-13) 
f ~O,Q) = -<:05(0-0) =-I 
I 
• f\O,Q) + o fa(O,O) + 13 f~O,O) + - [~f...(O,O) + 2a/3f,~O,G) + plf~~O,O)] + ..... 
2! 
=O+a.l + {3(-l)+O(o2.f)+ ...... . 
= o- (3 + O(cl-.f)+ ..... . 
(3.34) 
Dengan cara yang sama maka diperoleh : 
f{O,O) = cos(0-0) = I 
sehingga : 
ft,a,/3) = sin(a-13) 
ft_O,O) = sin(0-0) = 0 
f{a, l3) = f(O,O) + a f.(O,O) + f3 ft_O,O) + .!_ [if..,.(O,O) + 2af3f,.t,O,O) + {32f,st,O,O)) + ..... 
2! 
f{a,j3) ~ I + O+ O+ O(i,f)+ ....... 
f{a,l3) = I + O(a2 ,f) + ...... 
(3.35) 
seh.ilngga dengan mensubstitusikan persamaan (3.34) dan (3.35) kepersamaan (3.33) 
maka diperoleh persamaan gerak untulc a : 
(3.36) 
dengan menggunakan persamaan (2.69), maka diperoleb hubungan antara 
persamaan (3.31) dan (3.32) sebagai berilrut : 
d or ar av 
dT ap - ap + ap =Q, 
(3.37) 
IKaJ·ena persamaan (3.37) non-linier maka perlu dilakukan linierisasi terbadap fungsi 
dan cosinus. Hasillinierisasinya sama dengan persarnaan (3.34) dan (3.35). 
sehingga dengan mensubstitusikan persamaan (3.34) dan (3.35) kepersamaan (3.37) 
maka diperoleh persamaan geralc untuk /] : 
2(m,c1 ).8 + m,acii = /1 
m.aca
2 
dimana : 
mb = massa pendulum I (Jc.g) 
me = massa pendulum n (leg) 
a ~ jarak antara sumbu tegangan 0 dan engsel A (m) 
b = panjang pendulum I dari titik 0 ke titik B (pusat grafitasi) (m) 
c = panjang pendulum IT dari titilc A lcetitilc C ( pusat grafitasi) (m) 
ii = percepatan anguler pendulum I (rad/der) 
.8 = percepatan anguler pendulum IT (rad/der) 
a - kecepatan anguler pendulum I (rad/det) 
iJ = kecepatan anguler pendulum IT (rad/det) 
(3.38) 
Setelah model persamaan gerak pada lonceng didapat maka laugbh selanjutuya 
adalah melakubu perancangan terhadap simulasi yang alcau dibuat 
42 
PERANCANGAN SIMULASI 
R.ancangan simufasi yang dibuat merupakan gambaran dari simulasi yang akan 
diuti:uiCI.II. Secara garis besar dapat dilihat pada gambar 3.5 dibawah ini tentang diagram 
tiOIII-clllart (sistem masukan-kefuaran) dari lonceog : 
Start 
(m&b 1 +m,a1~+m,acp = a 
m, acp1 
2(m,c2 )P+m,acii = p 
m,aca
1 
Looceog tidak berbunyi 
Stop 
Gambar 3.5 Diasram Flow Chart (Sistem masukan-keluaran ·tonceog 
Dari diagram diatas terlihat bahwa proses simulasi dimulai dengan memasukkan 
yang berupa angka-angka numerik kedalam parameter-parameter input yang terdiri 
mh, me, a, b, c, a, iJ , a, p, dan R yang kemudian akan dila.lrukan penghitungan 
mendapatkan nilai a dan fJ . 
Apabila hasiJ outputnya diperoleh nilai a= fJ dengan ni1ai R (jari-jari 
em(>UI\IIDg) yang telal'o ditentukan, maka Jonceng dapat dikatakan tidak berbunyi yang 
liselbabkan pendulum ganda bergerak sejajar bersamaan dengan tempurung dan hal ini 
nengakibatJcan lonceng tidak berbunyi dikarenakan ujung pendulum bawah atau 
)CIDI.Ikul tidalc memungkinkan menyentuh sisi dari tempurung lonceng. Seperti telah 
I!Jelaskli.Il pada batasan masalah yang terdapat pada bab I bahwa pendeteksian bunyi 
lonceng dibatasi untuk Jengan yang menyentuh hanya pada daun tempurung 
ooceng atau setengah lcebawah tinggi looceng. Karena looceng tidak berbunyi maka 
'"u"u""' akan dilanjutkan dengan memasukkan kembali nilai-nilai kedalam parameter-
>aranleter inputan. 
Dan biJa diperoleh basil outputnya temyata nilai a "' p dengan R yang terlebili 
ditetapkan dan diinputkan maka akan terdapat dua kemungk:inan yaitu Jooceng 
>erb1myi atau tidak berbunyi. Apabila didapati Jonceng tidak berbunyi yang disebabkan 
adanfJdiluar range nilai adanfJyang memungkinkan lonceng berbunyi, maka 
imuJasi akan dilanjutkan dan bila lonceng berbunyi maka simmasi dapat di1anjutkan 
BABIV 
IMPLEMBNTASI DAN ANALISIS 
BABIV 
IMPLEMENTASJ DAN ANALISIS 
Setelah rancangan simulasi dibuat, maka langkah selanjutnya adalah melakukan 
imJ>Iet:nenttasi dan analisis. Adapun simulasi dilakukan deogan menggunakan bantuan 
PfO!!:ram Microsoft Visual Basic 6.0. Dan gambar 4.1 dibawah ini merupabn tampilan 
simulasi lonccng yang terdiri dari parameter-parameter input dan output 
Gambar 4.1 Tampilan muka simulasi Jonceog 
Implementasi diawali dengan memasukkan nilai R = 12 yang nantinya akan 
nilai a dan /3 sebarang l>erapa saja yang memungldnkan lonceng l>erbunyi dengan 
· R yang telah ditetapkan. Berikut ini dibcrikan nilai parameter-parameter inputan 
aw.al011a yaitu: 
a = 8 b = 8 c - 8 m· = 12 m _- 12 a· a 5 p" = 5 a·· = 5 dan p"" = 5 maka diperoleb • , ) (1 , •• "'(' , , , , , 
basil output seperti pada gam bar 4.2 dibawah ini. 
Gam bar 4.2 Hasil Output Looceng dengan nilai a= tJ dan R =12 
Dari gambar 4.2 diatas diperoleb nilai a = t! = 0.01047198, dan temyata looceng 
berlxmyi yang discbabbn pendulum ganda belgaak sejajar bersamaan dengan 
temlPUlUIU! dan baJ ini mengakibatkan lonceng tidak berbunyi dikarenak:an ujung 
Oleb k:arena lonccng tidak berbunyi maka simulasi dilanjutkan dengan mencoba 
lmeJnas:ukkan niJai yang lain kedalam parameter-parameter inputan sebagai beri.lrut : 
"' 10, b = IS, c • IS, mb = IS, m.-20, a = 0.7S, iJ =IS, ii = 0.8, danP = 20, maka 
ldipe~roleh basil output seperti pada gambar 4.3 dibawah ini. 
Gam bar 4.3 HasiJ Output Lonoeng dengan nilai a* fJ dan R = 12 
Terlihat pada gambar 4.3 diatas bahwa loooeng tidak berbunyi dengan nila a* fJ 
a = 1.27831732 dan fJ ~ 2.32710567 serta ujung pendulmn bawah atau pemukul 
menyentuh sisi dari tempunmg lonceng sebingga mengakibatkan Jonceng tidak 
Oleh k.arena itu simulasi atan dilanjutbn dengan terus mencari mlai a dan fJ 
saja yang memungkinkan lonceng berbunyi. Untuk itu perlu memasukkan nilai 
· yang lain kedalam parameter-parameter inputannya sebagai berikut: a= 10, b = 15, 
= IS, m6 - IS, m. = 20, a - 0.76, iJ = IS, ii = 0.79, danP = 20, maka diperoleh 
I output seperti pada gam bar 4. 4 dibawah ini. 
Gambar 4.4 Hasil Output Lonceng dengan nilai a~ (3 dan R = 12 
Ternyata dari gambar 4.4 diatas lonceng juga masih belmn berbunyi dengan 
a;t: (3 yaitu a .. 1.31088461 dan (3 = 2.26626894 sert.a ujung pendulmn bawah arau 
.:m1iik:ul masib belum menyentub sisi dari tempurung lonceng sehinw mengahbatkan 
onceng tidak betbunyi. Uotuk itu simulasi abn dilanjutkan dengan memasukbn 
;embali oilai yang lain kedalam parameter-parameter inputan sebagai berikut :a= 10, 
= 15, c = 15, mb • 15, me • 20, ci: = 0.74, p = 15, ii = 0.81, dan/J = 20, maka 
Jiperoleb basil output seperti pada gam bar 4.5 dibawah ini. 
Gambar 4.5 Hasil Output Lonceng dengan nilai «* p dan R = 12 
Dari gambar 4.5 diatas diperoleh lonceng telah berbunyi dengan nilai «* (3 
a = 1.246948n dan (3 .. 2.39042538 serta ujung pendulum bawah atau pemulrul 
menyentuh sisi dati tempunmg lonceng sehingg;a mengakibatbo lonceng 
mab dari itu dapat dilllrik kcsimpulan jib nilai a < 127831732 
{3 > 2.32710567 maka lonceng berl>unyi, sd>aliknya j ika nilai a ~ 127831732 
(3 s 2.32710567 maka lonceng tidak berbunyi 
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BABV 
KESIMPULAN 
Dari Irnplementasi dan analisis yang telah dilalcukan, maka dapat disimpulkan 
Lonceng tidak berbunyi : 
• Jika nilai a• puntuk semua nilai R (jari-jari tempunmg), yang clisebabkan 
pendulum ganda bergerak sejajar bmamaan dengan tempunmg mengakibatkan 
ujung pendulum bawab atau pcmulrul tidak memungkinkan menyentuh sisi dari 
tempurung lonceng. 
• Jika nilai a ¢ p, dimana nilai a dan p diluar interval nilai a dan P sebarang 
yang memungkinkan lonceng betbunyi. 
Lonceng betbunyi : 
• Untuk nilai a * p, dengan mencari nilai interval a dan p sebarang berapa saja 
yang memunglcinkan lonceng berbunyi dengan nilai R yang telah ditentubn. 
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